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Введение
Принцип симметрии нашёл широкое примене
ние в геометрии, теории дифференциальных ура
внений, физике [1–3] и т. д. В любой области есте
ствознания он позволяет создать новые решения
и находить новые закономерности. Применение
принципа симметрии к синтезу структур измери
тельных преобразователей рассмотрено в работе
[4]. В этой статье обсуждаются применения прин
ципа симметрии для синтеза структур генераторов
электрических сигналов.
Вначале рассмотрим модель некоторого обоб
щенного преобразователя. В таком преобразовате
ле входные сигналы множества X преобразуются
в выходные сигналы множества Y под действием
оператора A. Упорядоченная тройка (A, X, Y) пол
ностью характеризует преобразование. В теории
множеств функция (оператор) A каждому элементу
множества X сопоставляет один элемент множества
Y. Эта тройка связана прямым или, если существу
ет обратный оператор, обратным уравнениями
(1)
В качестве величин X и Y могут быть числа,
функции, а в качестве оператора A – функции,
функционалы или функциональные операторы.
Уравнения (1) описывают один и тот же преобра
зователь. Если же, наоборот, величины Y рассма
тривать как входные, а X как выходные, то можно
записать аналогичные уравнения, описывающие
обратное преобразование. На рис. 1 показано сое
динение прямого (ПП) и обратного (ОП) преобра
зователей.
Рис. 1. Взаимно обратные преобразования в системе обра
ботки сигнала
Величины x1 и x2 это любые физические вели
чины, в том числе напряжения и токи. Эти величи
ны связаны прямыми и обратными уравнениями:
(2)
Если оператор обратного преобразования B ра
вен B = A–1, то уравнения обратного преобразовате
ля по форме совпадают с уравнениями прямого
преобразователя, более того, если сигнал с выхода
ПП подать на вход ОП, то на выходе последнего
получится точная копия входного сигнала ПП.
На рис. 1 показан такой случай. На рисунке вели
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чины x1 слева однозначно отображается на x2 спра
ва. При AA–1=E или A–1A=E, т. е. при взаимноод
нозначных операторах A и A–1 имеем x1=x2, т. е. каж
дый элемент множества X1 слева равен соответ
ствующему элементу множества X2 справа.
Очевидно, что в силу симметрии понятия пря
мого и обратного преобразователя условны и зави
сят от постановки задачи.
Как видно, содержательней смысл принципа
симметрии основывается на следующих положе
ниях:
• существуют операторы A и (или) A–1, B и (или B–1),
• величины x1 и x2 являются одинаковыми мате
матическими объектами: числами, функциями;
• величина y может быть, вообще говоря, объек
том другой, в сравнении с X, природы;
• операторы A и A–1 – взаимнообратные, взаим
нооднозначные, т. е. (A–1)–1=A, (A)–1=A–1.
Для исследования возможностей принципа
симметрии и его применения при синтезе структур
измерительных преобразователей на основе четы
рех уравнений (2) рассмотрим возможные методы
синтеза в общем виде.
Методы синтеза на основе принципа симметрии
Принцип симметрии позволяет проводить син
тез структур прямого и обратного преобразователей,
используя любые из четырех уравнений (2). Воз
можны следующие задачи синтеза по известному:
• прямому уравнению ПП определить его струк
туру;
• обратному уравнению ПП синтезировать струк
туру ОП;
• прямому уравнению ПП путём нахождения об
ратного оператора определить структуру ОП;
• обратному уравнению ПП путём нахождения
прямого оператора построить структуру ПП;
• прямому и обратному уравнениям синтезиро
вать структуры ПП или ОП.
Впервых четырёх задачах к синтезу должно
быть известно одно уравнение, а в пятой – два
и более уравнений. Причем в первой и второй за
дачах входная величина является аргументом (ори
гиналом, прообразом) преобразования, а выходная
величина – функцией (изображением, образом),
а в третьей и четвертой – наоборот. Поэтому, в пер
вых двух задачах нахождение выходной величины
связано с выполнением определенной последова
тельности преобразований входной величины.
Метод, реализующий первую задачу синтеза,
когда по известному прямому уравнению находит
ся структура прямого преобразователя, назовём
прямым методом синтеза. Синтез структуры сво
дится к следующим действиям:
• проводят декомпозицию оператора А на эл
ементарные операторы, для этого первое ура
внение первой системы (2) представляют в ви
де, рис. 2
(3)
• определяют последовательность вложения опе
раторов;
• каждому элементарному оператору ставят в со
ответствие блок, выполняющий данную опера
цию;
• блоки соединяют между собой согласно после
довательности вложения операторов.
В этом методе уравнению каждой математиче
ской операции ставится в соответствие аппарат
ное устройство, например, оператору интегриро
вания, соответствует блок – интегратор, операции
определения модуля величины – выпрямитель
и т. д. Так можно, например, синтезировать из
вестные структуры преобразователя средневыпря
мленного или среднеквадратического значения
напряжения по известным формулам. Как видно,
эти действия реализуют способ синтеза на основе
непосредственного (прямого) преобразования.
Поэтому этот метод и назван методом прямого
синтеза.
Вторая задача синтеза, когда по известному об
ратному уравнению, применяя формальные преоб
разования, находится прямое уравнение преобра
зователя. Метод, когда по прямому уравнению
синтезируется структура прямого преобразователя,
назовём формализованным методом синтеза.
Третью и четвертую задачи решают обращением
операторов и построением структур преобразова
телей по обращённым операторам. Так, при реше
нии третьей задачи обращается прямой оператор
и по полученному обратному оператору прямым
методом строится структура обратного преобразо
вателя. В четвертой задаче, наоборот, обращается
обратный оператор с целью получения прямого,
по которому прямым методом строится структура
преобразователя. В некоторых случаях такое обра
щение выполняют с помощью формальных прие
мов, поэтому рассматриваемый метод можно также
назвать формализованным методом синтеза. Нес
мотря на очевидность данного метода, он до недав
него времени не находил распространения, прежде
всего в силу трудности, а чаще невозможности по
строения обратных операторов.
Рассмотрим формализованный метод подроб
нее. Предположим, что уравнение прямого преоб
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Рис. 2. Структуры прямого и обратного преобразователей
разования можно представить в виде (3), тогда ура
внение обратного преобразования получаем путем
формального обращения, рис. 2,
(4)
по которому проектируется структура ОП.
Заметим, что в уравнении (4), входная y и вы
ходная x величины связаны композицией операто
ров, обратных операторам (3) и вложенных друг
в друга в обратном порядке. Очевидно, что уравне
ние (4) является не только обратным уравнением
для прямого преобразователя, но в силу симме
трии оно является прямым уравнением обратного
преобразователя. Поэтому уравнение (4) можно
положить в основу синтеза структуры обратного
преобразователя.
Уравнение (4) показывает, что, если известно
уравнение, связывающее y и x, и которое допусти
мо представить в виде композиции вложенных
операторов, имеющих обратные, то это уравнение
дает возможность построить структуры как прямо
го, так и обратного преобразователей. При этом
вложенная операция преобразования заменяется
обратной операцией, например, операция инте
грирования заменяется операцией дифференциро
вания, операция деления заменяется операцией
умножения и т. д.
Рассмотренными прямым и формальным мето
дами решают первые четыре из перечисленных за
дач синтеза используя только одно уравнение пре
образования. Поэтому последующая пятая задача
синтеза, основанная на двух уравнениях преобра
зования, имеет смысл после решения одной
из предыдущих четырех. При её решении широко
применяются метод обратной связи и структурные
методы.
Следует отметить, что большинство из перечи
сленных методов в той или иной мере уже исполь
зуются. Так, прямой метод использовался при син
тезе структур аналоговых моделей в задачах моде
лирования [5]. Особенно эффективным такой ме
тод синтеза оказался по отношению к линейным
системам. Именно свойство симметрии позволило
автору работы [6] решить задачу аналитического
конструирования линейных регуляторов систем
автоматического управления.
Формализованный метод применяется при ре
шении обратных задач динамики сиcтем автомати
ческого регулирования. Методы обратных связей
и структурные широко представлены при решении
различных задач в измерительной технике, прибо
ростроении [7] и т. д. Таким образом, принцип
симметрии позволяет объединить методы разных
областей знаний на основе единообразного подхо
да, который базируется на общности уравнений
преобразования.
Особенностью принципа симметрии примени
тельно к задачам синтеза структур измерительных
преобразователей (ИП) является то, что для мно
гих моделей ИП операторы A и A–1 взаимно нео
днозначны, или один из них вообще не существует.
Например, оператору возведения в квадрат соот
ветствует неоднозначный обратный оператор из
влечения квадратного корня, или, например, опе
ратору q=max
t∈T
x(t) не существует обратного.
Синтез структур генераторов 
и их колебательных систем
Рассмотрим подробнее методы решения пятой
задачи синтеза на примере синтеза структур гене
раторов электрических измерительных сигналов.
Генератор измерительных сигналов здесь рассма
тривается как измерительный преобразователь па
раметров идеализированной модели сигнала в ре
альные выходные сигналы, подобно тому, как, на
пример, вольтметр или частотомер являются пре
образователями сигналов в их параметры. Напри
мер, в источнике синусоидальных сигналов в каче
стве модели выходного сигнала принимается мо
дель в виде синусоидальной функции времени с за
данной амплитудой и частотой.
Необходимость и целесообразность самой по
становки этой задачи продиктована тем, что струк
туры источников, которые можно построить на ос
нове известных методов, могут при практической
реализации не обеспечить требуемые точность,
стабильность, быстродействие преобразования па
раметров в сигнал.
Из предыдущего рассмотрения понятно, что все
структуры являются разомкнутыми по параметрам
сигнала и не могут обеспечить высокие метрологи
ческие характеристики источников сигналов. Поэ
тому целесообразно использовать как минимум два
уравнения для синтеза структур с обратными свя
зями по параметрам.
Пусть на рис. 1 слева заданы функции x(t) неко
торого множества X1 сигналов, являющиеся идеа
лизированными моделями сигналов, воспроизво
димых генератором. Величины y – это параметры
сигнала (например, q1 – амплитуда, q2 – частота
и т. д.).
Предположим, что к синтезу известны два ура
внения преобразования
(5)
г д е Q = { q 1, q 2, … , q i} , X 1= { x 1( t ) , x 2( t ) , … , x j( t ) } ,  
X2={x1*(t),x2*(t),…,xj*(t)} – векторы параметров (Q)
и функций идеализированного множества сигна
лов (X1) и множества реализованных сигналов (X2),
описывающих выходные сигналы.
Первое уравнение будем рассматривать как
прямое уравнение прямого преобразователя, кото
рое преобразует вектор X1 функций идеализиро
ванного сигнала (оптимального в определённом
смысле) в вектор Q заданных к синтезу параметров
идеализированного сигнала. Второе – как прямое
уравнение обратного преобразователя, преобра
зующего параметры Q в реализуемые сигналы X2.
Применительно к источникам сигналов первое
уравнение описывает вычислительные операции:
преобразование функций, в их параметры, напри
мер, вычисление среднеквадратического значения
1 2
, ,Q AX X BQ= =
1 1 1
(...( ( ( )))),x H F G y
− − −
=
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или средневыпрямленного значения, частоты,
и других по известным формулам. Второе уравне
ние описывает собственно источник (генератор)
сигналов. Однако реализация оператора B связана
со значительными трудностями.
Действительно, если оператор B осуществляет
преобразование множества параметров во множе
ство функций, то он каждому набору чисел из мно
жества Q ставит в соответствие конкретную функ
цию х(t). В математике не существует адекватного
подхода, который бы осуществлял такое преобра
зование в общем виде. Такое соответствие можно
установить на множестве конкретных базисных
функций. Для построения прямого уравнения
необходимо ввести систему базисных ортонорми
рованных функций {ψi(t), i∈[0,∞]}, адекватную ре
шаемой задаче, определить на этой системе мно
жество реализуемых функций Х2, установить зави
симость параметров базисных функций от задан
ных к синтезу параметров сигнала, другими слова
ми, представить прямое уравнение в виде
(6)
где {ψi(t), i∈[0,∞]} – система базисных функций;
{qi, i∈[0,∞]} – множество заданных параметров.
Ясно, что преобразование набора параметров в
набор функций в определённых случаях будет вза
имно однозначным для функций, заданных на
этом базисе. Поэтому, особое значение имеет вы
бор системы базисных функций. Базисные функ
ции должны удовлетворять известным свойствам:
линейности, полноты, ортогональности и норми
рованности. Если в качестве системы базисных
функций выбрать совокупность неперекрываю
щихся импульсов [8], удовлетворяющих всем свой
ствам, форма которых описывается функцией
{ψi(t), Ti∧Tj=0]}, то в качестве уравнения (6) можно
принять уравнение составного сигнала [8].
(7)
где ai, τi, Ti – параметры импульсов составного сиг
нала; H (t–τi) – функции Хэвисайда.
Рис. 3. Структурная схема источника сигналов
В этом случае в состав оператора Q должен вхо
дить оператор преобразования заданных параме
тров qx в параметры qt составного сигнала, оператор
колебательной системы (КС) для формирования
базисных функций {ψi(t),qi} и оператор формиро
вания выходной последовательности функций
F{ψi(t),qi}. С учётом этого структура генератора сиг
налов показана на рис. 3.
Следующим этапом при синтезе структуры ис
точника сигналов является синтез колебательной
системы, воспроизводящей требуемые базисные
функции, т. е. блока {ψi(t),qi} на рис. 3. В самом про
стом случае при формировании периодических сиг
налов синусоидальной, прямоугольной или треу
гольной формы необходимо воспроизводить только
одну базисную функцию. При этом параметрами qi
для синусоидальной формы, описываемых функци
ей x(t)=xmsin(2πft+ϕ0), например, могут быть только
два: частота и амплитуда колебаний. Динамиче
ской системой, воспроизводящей эти функции,
может быть аналоговая колебательная RC или
LCсистема или цифровая система. В более слож
ном случае воспроизведения периодических коле
баний, на периоде которых есть участки разных
форм, описываемых разными функциями време
ни, или даже одной синусоидальной функцией,
но с разными длительностями и разной амплиту
дой, например, при воспроизведении периодиче
ских колебаний с заданным спектром число пара
метров возрастает.
Блоксхема преобразований на рис. 1 имеет
прямое отношение к синтезу структурных схем  КС
генераторов сигналов, т. к. при соединении выхода
x2 и входа x1 схема становится замкнутой в кольцо
и при определённых взаимно обратных операторах
превращается в колебательную систему. Причём
операторами могут быть комплексные частотные
характеристики, амплитудные характеристики
блоков и т. д.
Например, если оператор A
C
=K
C
1(ω)=K1(ω)ejϕ1 –
комплексная частотная характеристика пассивной
линейной частотно зависимой RC или LCцепи
(ЛЧЗЦ), то обратный оператор A
C
–1=1/K
C
1(ω)=K2(ω)ejϕ2
(так же комплексная частотная характеристика)
должен соответствовать активному элементу (АЭ),
рис. 4.
Рис. 4. Структурная модель КС, построенная на основе
принципа симметрии
Понятно, что в таком случае для выполнения
свойства взаимной обратимости надо реализовать на
частоте генерации ω0 два условия: |K1(ω0)||K2(ω0)|=1,
ϕ1(ω0)+ϕ2(ω0)=0. Эти условия являются известны
ми условиями балансов амплитуд и фаз для полу
чения колебаний синусоидальной формы. Напри
мер, если K
C
1(ω)=γ
C
1(ω) – передаточная функция ли
нейной частотнозадающей цепи, которая на ча
стоте ω0 принимает значение γ
C
1(ω0)=1/3, то коэф
фициент передачи усилителя на этой же частоте
должен быть обратным γC1(ω0) и равен K
C
2(ω0)=3. Эти
значения соответствуют схеме КС на RCцепи Ви
на. Здесь имеет место симметрия параметров бло
ков КС, т. к. коэффициент 3 обратно пропорцио
нален коэффициенту 1/3.
На рис. 5, а показаны амплитудные характери
стики ЛЧЗЦ и линейного активного элемента
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КС генератора на цепи Вина. Видна их симметрия
относительно пунктирной линии. Баланс амплитуд
выполняется при любой амплитуде выходного сиг
нала. Это свойство консервативной колебательной
системы, порождающей колебания строго синус
оидальной формы. Конечно, такая колебательная
система является идеализированной и не может
быть реализована в генераторе. Для превращения
КС в автоколебательную систему усилитель дол
жен быть нелинейным.
Для этого в качестве оператора B необходимо
выбрать нелинейную характеристику вход – выход,
т. е. нелинейную зависимость мгновенных значе
ний выходного сигнала от мгновенных значений
входного сигнала. Тогда возможно получение коле
баний с почти синусоидальной формой с заданной
амплитудой колебаний или даже колебаний другой
формы. На рис. 5, б показаны амплитудные харак
теристики активного нелинейного элемента (АНЭ)
и ЛЧЗЦ той же КС. В качестве нелинейной харак
теристики активного элемента (АЭ) приведена ам
плитудная характеристика усилителя с ограниче
нием уровня выходного напряжения. В такой
КС при выполнении условий |γ(ω 0)||K(ω 0)|>1 и
ϕ
γ
(ω0)+ϕK(ω0)=0 возникают колебания почти си
нусоидальной формы с малой амплитудой вблизи
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а б
Рис. 5. Примеры характеристик вход – выход КС с линейной ЛЧЗЦ и: а) линейным активным элементом; б) нелинейным ак
тивным элементом
а б
Рис. 6. Примеры гистерезисных характеристик вход – выход на основе принципа симметрии: а) линейной ЛЧЗЦ; б) гистере
зисного активного нелинейного элемента
начала координат, где характеристики близки к ли
нейным. Далее амплитуда колебаний увеличивает
ся. Их форма начинает искажаться, начинает фор
мироваться её нелинейная зависимость.
Обратим внимание на то, что при нелинейной
амплитудной характеристике АЭ амплитудная ха
рактеристика ЛЧЗЦ, построенная по мгновенным
значениям сигналов на входе и выходе цепи, изза
изменения амплитуд и фаз спектральных соста
вляющих становится так же нелинейной. То есть
в процессе установления стационарного режима
амплитудная характеристика ЛЧЗЦ становится не
линейной и симметричной характеристике АНЭ.
Когда увеличение амплитуды колебаний заканчи
вается, наступает стационарный режим. В этот мо
мент и достигается полная симметрия характери
стик. Поэтому на рис. 5, б толстой сплошной лини
ей показан окончательный вид характеристик
в стационарном режиме. В этом примере также
имеет место симметрия характеристик на плоско
сти относительно пунктирной линии.
Принцип симметрии распространяется не толь
ко на КС с АНЭ с однозначными амплитудными
характеристиками, но и на КС, построенные на ги
стерезисных АНЭ. На рис. 6 показаны амплитуд
ные характеристики ЛЧЗЦ и АНЭ с гистерезисной
характеристикой. АНЭ здесь может быть выполнен
на операционном усилителе с обратной связью.
В качестве ЛЧЗЦ используется простейшая диффе
ренцирующая RCцепь. Эта КС предназначена для
получения колебаний прямоугольной формы и по
дробно исследована в работах [9, 10].
Приведённые характеристики относятся только
к стационарному режиму периодических колеба
ний, условия возбуждения и устойчивости которых
требуют дополнительного исследования.
Выводы
Установлено, что многие структурные схемы ге
нераторов электрических сигналов построены
на основе принципа симметрии, т. к. любой гене
ратор является замкнутой системой с обратной
связью, разрыв которой приводит к тому, что сиг
налы слева и справа от места разрыва должны быть
равны. Каждый промежуточный узел системы мо
жет служить осью симметрии, которая поделит её
на две части: левую и правую, параметры или ха
рактеристики которых оказываются взаимно об
ратными друг другу.
Применение принципа симметрии позволяет
упростить синтез структур колебательных систем ге
нераторов электрических сигналов с заданной фор
мой периодических колебаний. Для этого сигнал по
дают на линейную частотнозадающую цепь и стро
ят амплитудную характеристику вход – выход этой
цепи. Далее по амплитудной характеристике цепи,
применяя свойства симметрии характеристик струк
турных элементов колебательной системы, путём об
ращения этой характеристики, строят характеристи
ку нелинейного элемента колебательной системы.
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